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Etude du produit des matrices de Lorentz sans rotation : 


Commutativité 
Théoreme 1 : 


_—. RO + = > 
Si le produit M de 2 matrices de Lorentz A( B') et A( B") sans rotation de parametre B' Æ 0etB" #0 
— 


vérifient M= A( B') . A B") = A B") - A( B') alors B' et B"' sont colineaires et réciproquement. 
Dans les 2 cas M est sans rotation. 


Démonstration : 
Commençons par la réciproque : 
ie mr > Pr94 


Posons B = B'et-B = B''avecÀ F0. 
On rapelle les résultats suivants : 


(1) (Voir par exemple J-M. Souriau."Calcul Linéaire "+ PUF 1964 *p.273) 
Si À et B sont 2 matrices carrées de même format qui commutent alors 
exp(A +B) =exp(A) -esp(B) =exp(B) -esp(A). 


(2) (J-M Souriau."Calcul Linéaire " - PUF 1964 +p.378 ) 
Toute matrice M de Lorentz peut se mettre sous la forme : 
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On rapelle que la décomposition d'une matrice inversible en un produit d'une matrice symétrique 
et d'une matrice orthogonale est unique . 
(3) dans https :// hal — amu + archives — ouvertes * fr / hal — 02965773 / document p.46 
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> > 
on démontre que B =th æ& X,y=ch(æ) avec y= ———, 
B > 


. . VI-BB 
d'où a = Argch(7y) et X =coth(Argch(y) )-B , 
définissons @(y) =Argch(7y) -coth(Argch( y) ) . 


si on pose À =@( 7) 


1 
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e > 
Par unicite Al B) =exp(À) et A(1-B) —exp(B). 
> a > ee 
On a bien À -B=B -A donc A(B).A(1-B) = A(1-B).A(B). 
De plus le produit est égal à exp(A + B) or la somme de 2 matrices symétriques est symétrique , 
et l'exponentielle d'une matrice symétrique est symétrique donc le produit A( B ) A À- 
— 


B ) est symétrique et 
est donc une matrice de Lorentz sans rotation. 





avec y'= 


Réciproquement : 
Considerons 2 matrices de Lorentz sans rotation : 
(yB?) (y'B") 
= ' 0 = "r pr = S = 
A( ) = F2 r , A(B") = ee d avecB'ÆZ0eB"#0, 
yYB' C' y'B" C"' 
lt, —> 
a de 
et leur produit M=A ) - A(B") = A(B") - A ) = 5 À 
Y ca 
Drm TR A0 21 
avec C'=Id + VBB Cergy + LB"B" ce. + l6lD61l 
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y v'UB'B" +1) y Y'B" + y B'C" 
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+1), 
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avec Id}; Gin Id}; y +9) 
> 
S'il y a commutativité, on a aussi : Q= 14,3 - er (yyB"B'+c"c) et donc : 


y YB'B" +c'C"=y yB" BR +C'"C'. 
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Et donc 
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[3] 
De même si on calcule M=A 





y 7B"B + C"C'=Id + Y°B’ B' + y" ?B" PB" +- y” y"° x) 
B  (1+Y)  (1+7) (1+Y)(1+7) 


puisque B'B''= B'! 
Or 
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a. ne : : rr ni: 1 ar 
Comme B" Æ 0 il existe i tel que B", Æ 0 et donc B'=| —— |B". 


 — 
Comme B' et B'"'sont colinéaires en n applicant la première partie du théorème le produit : 


us — 
M= A( B ) . A( B ") = À A(B" nr) . AB B' ) est une matrice symétrique donc sans rotation . 


Theoreme 2 : 


— 
Si la partie symétrique et la partie orthogonale commutent alors B est colinéaire à l'axe de rotation de 
la partie orthogonale . 
Démonstration : 
> > 


> > ; 
Si A( B) -0=-0Q- A( B) comme Q - A( p) = A( O8) - Q par unicite de la décomposition on a 


> + 


OB = B. 


Remarques : 
(1) Considérons le cas où les observateurs O, O0’, O0’ 
’ sont alignés et que les 3 bases associées sont "parallèles" 
— 


et telles que le premier axe de chacune d'elles soit aligné avec B : 
On a pour les matrices de changement de base les relations : 


4 y -P' 0 0 y" y'-B" 0 0 
y -P' 4 0 0 | y'-B" y" 0 0 


0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 1 
Y-Y'(1+B'-B") Y-Y'(B"+B') 0 0 
| Y-Y'(B"+B) Y-Y7'(1+B"-B") 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
y" y'-B" 0 0 4 y'-P' 0 0 
, y'-B" y" 0 0 y'-P' 4 0 0 
0 0 1 0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 0 0 1 


On voit directement qu'il y a commutativité dans la composition des mouvements . 
(2)Même cas mais sans alignement du premier axe sur B : 


— —> 
Les matrices de changement de base sont 2 matrices de Lorentz sans rotation A( ) et A( p nr) ; 
Puisque les 3 bases sont "parallèles" on peut écrire : 


A(B').A(B") = P-A (B')'P-P-A (B") -‘P où: 
Y Y-B 00 

A(B)=| TB OT 00! 4 (pr) 
0 0 10 


0 0 01 


y" y'-B rr 


0 0 


0 0 

_ | Y"B Y PU et P une matrice orthogonale . 

1 0 
0 0 0 1 


Alors : 


A(B').A(B") =P A (B) - A (B") -‘P= PA (B") + A (B') -'P 
=P-A(B")'P-P-A(B) -‘P=A(B").A(B) . 


Il y a donc commutativité dans la composition des mouvements . 
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